Probe klausur 07/08 

zu Aufgabe 5 


Fiir alle n G N gilt 


\/n-\ 


1 



1 



Sei e > 0 vorgegeben. Sei n 0 € N, sodass n 0 > (^) 2 ist. Fiir alle n > n 0 gilt dann 
n > (^) 2 , also ^ < e 2 , und somit ^ < e, denn die Wurzelfunktion ist streng monoton 
wachsend. Fiir alle n > n 0 erhalten wir somit die Abschatzung 


Es folgt, dass (a n ) eine Nullfolge ist. 


zu Aufgabe 6 


1. Wir beweisen die Konvergenz mit dem Wurzelkriterium. Sei a n = (| + i) n . Fiir 
alle n > 8 gilt 


._ 3 13 17, 

^“4 + n < 4 + 8“8 <1 


Fiir fast alle a n gilt somit ^/a/ < | < 1. Mit dem Wurzelkriterium folgt die 
Konvergenz der Reihe. 


2 . 


Wir beweisen die Konvergenz mit dem Leibniz-Kriterium. Sei b n = ^i +1 . Dann 
gilt 


denn y/n < 
n > 1 


/n + 1 + 1 

\Jn +1. Somit ist (b n ) streng monoton fallend. Weiter gilt fiir alle 


1 1 

0 < —f =—- < 

y/n + 1 y/n 

Da (^=) eine Nullfolge ist (Beweis wie in Aufgabe 5), ist (6 n ) eine Nullfolge. Mit 
dem Leibniz-Kriterium folgt die Konvergenz der Reihe. 


3. Wir beweisen die Behauptung mit dem Quotientenkriterium. Sei a n = ^. Dann 
gilt 

I °«+i I _ ( n + l) 2 3" _ 1 n 2 + 2n + 1 _ 1. 2 1 

— gn+i n? ~ 3 n/ — + n + n? 


Es ist lim (1 + ^ + ^) = 1, also lim = | < 1. Mit dem Quotientenkri¬ 

terium folgt, dass die Reihe konvergent ist. 



WS 07/08 


zu Aufgabe 5 

Es gilt (y/riF+n - n)(Vn 2 + n + n)-n 2 + n-n 2 = n. Es folgt 


Vn 2 + n — n = 


Vn 2 + n + n y^l+'^ + n y/l + l+1 


Fur alle ft e N gilt 1 < yjl + £ < 1 + Da die konstante Folge (1) und die Folge 
(1 + i) konvergent sind und den Grenzwert 1 haben, konvergiert (yjl + £) ebenfalls 
gegen 1. Somit ist die Folge konvergent, und es gilt 

lim (Vn 2 + n - ft) = lim (- —— -) = 

n -*°° n ^°° yn+b+1 1+1 2 


zu Aufgabe 6 

Wir verwenden zum Beweis das Quotientenkriterium. Es gilt 
l2a±ll _ ((»+l)l) 3 (m _ ("to 3 . 

\*n\ ~ (2n+2)! w " (2n+2)(2n+l) 

_ (n-t-1) 2 _ n±l_ 

~ 2(n+l)(2n+l) ~ 4n+2‘ 

Es ist lim (^ 3 ) = lim | c 1. Mit dem Quotientenkriterium folgt, dass die 

Reihe konvergent ist. 



Nachklausur 07/08 


zu Aufgabe 6 


1. Behauptung: Die Potenzreihe ^ ist fur alle x mit |r| < 10 konvergent. 

n=0 

Beweis: Es gilt 



Es ist lim tfn = 1, und es folgt 

£s, \J\w\ = 55.SS, ^ = 55 " limsup ^J\w\- 

Mit dem Satz von Cauchy-Hadamard folgt, dass der Konvergenzradius der 
Potenzreihe 10 ist. Somit konvergiert die Reihe fur alle i£l mit |x| < 10. 

2. Behauptung: Die Reihe (n+iy. ^ konvergent. 

Beweis: Wir verwenden zum Beweis das Quotientenkriterium. Es gilt 

I fln+1 1 _ (n + l)3 n+1 _ (n + 1)! _ n + 1 g 

| a n | (n + 2)! n3" n(n + 2) 

Es ist lim | | = lim lim f = 0. Somit gibt es ein q < 1 mit | | < q 

fiir fast alle n, und mit dem Quotientenkriterium folgt, dass die Reihe konver¬ 
gent ist. 


WS 08/09 

Aufgabe 4 

Fiir alle i£i gilt —1 < sin(x) < 1, also gilt insbesondere —1 < sin(n) < 1 fur alle n?N. 

Es folgt —i < sin r | n ^ < i fiir alle n 6 N. Da (—£) und (^) gegen 0 konvergieren, konvergiert 
(5Mz 0), und Jim ^ = 0. 



Aufgabe 7 


Sei = a. Da alle Folgenglieder positiv sind, ist a > 0. Wahle c G R mit a < c. 

Dann gibt es ein no G N mit < c fur alle n > no- Es folgt a n < cb n fiir alle n > no. Da 

Y b n konvergent ist, ist auch Y cb n konvergent. Damit ist Y cbn eine Majorante fiir 

n=0 n=0 n=0 

Y a ni und es folgt, dass auch Y a n konvergent ist. 

n=0 n=0 
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Aufgabe 7 


Die Reihe ist sogar absolut konvergent, denn fur n G N gilt 


(n + 1 ) 2 (— 2)-"- 1 
n 2 (— 2 )~” 



Da lim |(1 + ^) 2 = \ < 1, folgt aus dem Quotientenkriterium, dass die Reihe konvergent 
ist. 


Aufgabe 9 

1. Wir zeigen, dass die Folge monoton fallend und beschrankt ist. 

• Monotonie: Wir zeigen mit Induktion, dass a n +i < a-n fiir alle n G N gilt. Im 
Induktionsanfang sei no = 1. Dann gilt a-i = \/88 + 12 = 10 < 88 = ai. Der 
Induktionsanfang ist somit richtig. Die Induktionsannahme ist, dass a n+ \ < a n 
fiir ein n > 1 gilt. Dann gilt a n+ 2 = y/a n+ j + 12 < \Ja n + 12 = a„ + i, denn die 
Wurzelfunktion ist streng monoton wachsend. 

• Beschrankt: Von oben ist ( a n ) durch ai = 88 beschrankt, denn die Folge 
ist monoton fallend. Wir zeigen mit Induktion, dass On > 0 fur alle n G N 
ist. Im Induktionsanfang sei no = 1. Dann ist a\ = 88 > 0, es gilt also der 
Induktionsanfang. Die Induktionsannahme ist, dass a n > 0 fiir ein n > 1 ist. 
Dann gilt On+i = V a n + 12 > Vl2 > 0. Es folgt a„ > 0 fiir alle n G N. 

Mit dem Monotonieprinzip folgt, dass ( a n ) konvergent ist. 

2. Im ersten Teil der Aufgabe haben wir gezeigt, dass (a n ) konvergent ist. Sei a = 
Jim^On- Dann gilt auch Jdm^On+i = a, und es folgt 

a 2 ~ Jim° a 2 +1 = Jim^ y/a n + 12 2 = Jim^an + 12) = a + 12, 

also a 2 — a — 12 = 0. Es folgt a = 5 ± + 48, also a = 4 oder a = —3. Da der 

Grenzwert nicht negativ sein kann, denn alle Folgenglieder sind positiv, folgt, dass 
a = 4 ist. 
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Aufgabe 6 


1. Wir verwenden zur Berechnung den Satz von Cauchy-Hadamard. Dazu zeigen wir 
zunachst, dass lim existiert. Es ist yJ-jz = -y=- Die Folge ( y/n) konvergiert 

laut Studienbrief gegen 1, und da die Wurzelfunktion stetig ist, konvergiert {yjy/n) 
gegen y/\ = 1. Es folgt, dass lim yj ^ = 1 ist. Mit dem Satz von Cauchy-Hadamard 
folgt, dass der Konvergenzradius der Potenzreihe 1, also das Konvergenzintervall 
(—1,1) ist. 


2 . Fiir x = 1 ist Y ^ = Y Fiir alle n > 1 ist y/n < n, also ^ Da Y n 

divergent ist, folgt, dass Y ^ divergent ist, denn die Folgen beider Partialsummen 
sind unbeschrankt. Somit folgt, dass die Potenzreihe fiir x = 1 divergent ist. 


Fiir x = — 1 gilt Y ^ ^ ■ Da (y/n) monoton wachsend und unbeschrankt 

ist, ist (^=) eine monoton fallende Nullfolge. Es folgt mit dem Leibniz-Kriterium, 


(~i) n 


konvergent ist. Somit ist die Potenzreihe fiir x = — 1 konvergent. 


Aufgabe 8 


1. Da a n > y/xo fiir alle n € N ist, ist a n > 0 fiir alle n e N, also ist die Folge (a„) 
nach unten beschrankt. Es gilt 1 + a n > 0 sowie a 2 > xo, also — a 2 < —xo- Fiir jedes 
n € N ist damit 


fln+1 — n„ 


_ JO+n n —°n— x O~ a n ^ Xg—Xg 

- l+a„ - l+o„ ^ l+a„ - u - 

Es folgt a n+ i < a n . Damit ist die Folge streng monoton fallend, also auch nach oben 
beschrankt. Mit dem Monotonieprinzip ist die Folge konvergent. 

2. Sei a = Jim^On. Da a n > y/xo > 0 ist, folgt a > y/xo > 0. Mit der unter 1. gezeigten 
Konvergenz folgt 


a = lim an = lim a n +i = 


Jim^ xo + ^lirn^ On 
hm 1 + lim a„ 


xo -I- a 
1 + a ’ 


also a = somit a + a 2 = xo + a, und damit a 2 = xo. Es folgt a = y/xo, denn 
a > 0. 
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Aufgabe 7 

Wir zeigen, dass die Reihe divergent ist. Sei a n = y/3. Es ist a n — 3". Die Folge ( 4 ) ist 
eine Nullfolge. Da die allgemeine Potenzfunktion stetig ist, folgt 

Jiirn^ 3" = 3° = 1, 

und damit ist (a n ) keine Nullfolge. Es folgt, dass die Reihe divergent ist. 


Aufgabe 9 


1. Wir zeigen, dass ( a n ) monoton fallend und beschrankt ist. Mit dem Monotonieprinzip 
folgt dann die Konvergenz von ( a n ). 


Wir beweisen mit Induktion nach n, dass a n > 2 ist fur alle n € N. Da ai = 3 ist, 
gilt der Induktionsanfang. Sei a n > 2 fur ein n € N. Dann gilt 


o , 2 o a n ~ 4a n + 4 

°n+i “ 2 = V + - 2 = -^- 

2 a n zcin 


K-2) 2 

2 On 


> 0 , 


denn es sind ( a n — 2 ) 2 > 0 und a n > 2 > 0 nach Induktionsvoraussetzung. Mit dem 
Prinzip der vollstandigen Induktion folgt a n > 2 fiir alle n € N. 

Wir zeigen nun, dass (an) monoton fallend ist. Da a n > 2 ist, folgt < 1, also 
^- > 1 > und damit 


«n+l = 


On 2 < On On 

2 On ~ 2 2 


= a n- 


Damit ist (a n ) nach oben durch 3 und nach unten durch 2 beschrankt und monoton 
fallend. Es folgt, dass (a n ) gegen ein a € R konvergent ist. 

2. Da alle Folgenglieder > 2 sind, ist a > 2. 

Da ( a n ) gegen o/O konvergiert, konvergieren auch (^-) und (^-), und zwar gegen 
| beziehungsweise gegen Es folgt 

r ( an _i_ 2 \ r «n , 2 a , 2 q4 + 4 

a = lim a„+i = lun (— H-) = lun — + hm — = - + - = —-. 

n—>oo n —>oo J a n n—>oo 2 n—>oo a n Z a Za 

Es folgt 2a 2 = a 2 + 4, also a 2 = 4 und damit a = 2, denn a > 2. 
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Aufgabe 7 


Wir betrachten zunachst die Reihen mid J2 jtt. Die Reihe £ 357 ist im We- 

sentlichen eine geometrische Reihe; nur, dass hier die Summation bei 1 und nicht bei 0 
beginnt. Es ist 5Z grr = y^r = 5 , also 

n=0 3 



Jetzt untersuchen wir JZ n (n+i) • ^ur u € N ist 

1 1 1 

n(n + l) n n + 1 ’ 


und mit dieser Gleichung lasst sich die n-te Partialsumme s n dieser Reihe leicht berechnen. 
Es gilt namlich 




denn der negative Term in der Klammer hebt sich durch den positiven Term in der fol- 
genden Klammer weg, und es iiberleben nur der erste und der letzte Term. Die Folge 
(s n ) = (1 — yyy) ist konvergent, und es folgt 


T , 1 = lim (s„) = lim (1 -—-) = 1 - 0 = 

n(n + 1 ) n— ’ ti-hx' n+ l y 


Somit gilt 


3 1 1 1 , 1 1 . 

2 = + 2 = ^ n(n + 1 ) + ~ 3" = ^3" + n(n + 1 ) 


Aufgabe 8 


Wir zeigen, dass die Reihe £ t£t konvergiert und verwenden zum Beweis das Quotien- 

n= 1 

tenkriterium. Dazu miissen wir den (n + l)-ten Summanden a n+ i = durch den n -ten 
Summanden a n = ^ teilen. Wir erhalten 

I fln + 1 1 _ I 17 "+! I _ n + 1 17 n _ n + 1 
I^TI ” | IfT | “ 17 n+1 ‘ ~ ~ 17 n ■ 

Die Folge (|“y 7 L |) = (l^r) i st konvergent mit Grenzwert 


|. ,n+lv , 1 + n \ 1^1 

(-rr-) = 75 < L 


Da der Grenzwert kleiner als 1 ist, folgt, dass die Reihe konvergiert. 
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Aufgabe 5 

Wir zeigen, dass die Folge monoton fallend und beschrankt ist. Damit ist bewiesen, dass 


sie konvergent ist. Fur die Monotonie berechnen wir a„ + i — a n . Es gilt 

2n+2 1 2 n J 

a n+l “On = E E H 

fc=n+l fc=n 


= ( £ i + sfe + sfeW £ i + i) 

\k=n+l ) \k=n+l ) 


2n+l " r 2n+2 " 


= (2^ “ Si) + (sfe “ 5^) < °- 

Somit ist (a n ) monoton fallend. Nach oben ist (a n ) durch ai beschrankt, und da alle 
Folgenglieder positiv ist, ist (a n ) durch 0 nach unten beschrankt. Es folgt die Konvergenz 
der Folge. 


Aufgabe 7 


Fur alle n € N und x € R sei a n = Es gilt 

l a n+iI _ IH+l a;n+1 l = ■ , n + lw + 1 _ n 2 + 2n + 1 
|on| ln+T xn l n + 2 n n 2 + 2n 

Es ist lim Ixl w2 t 2 » +1 = Ixl lim w2 t?o~ l ~ 1 = Ixl. Fiir lx I < 1 konvergiert damit die Reihe, 

n—► oo n ~r zn n—>oo n ~r zn 

und fiir |x| > 1 divergiert sie. Die Folgen und ((—l) n - sind keine Nullfolgen, 

und es folgt, dass die Reihen fiir x = 1 und x = — 1 divergieren. 
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Aufgabe 6 
\ufgabe 7 


1 . Die Reihe X) (—l) n + 2 ist zwar alternierend, aber die Folge (b n ) = ( + 2 ) 

n=i n n 

ist nicht monoton fallend, wie wir jetzt zeigen werden. 

Dazu reicht es, die ersten Folgeglieder von (b n ) auszurechnen: Es sind 61 = 1+ ^ -1 ^ = 
0, b 2 = 2+( ~ 1)2 = 63 = 3+ <~^ 3 = | und 64 = 4+( !6 1)4 = ft- Es sind b i < b 2 (schon 

dies zeigt, class (b n ) nicht monoton fallend ist), &2 > 63 und 63 < 64. Die Folge (b n ) 
ist daher nicht monoton fallend. 


Man kann sogar zeigen (musste man hier aber nicht), dass es unendlich viele Stellen 
der Folge gibt, an denen sie nicht monoton fallt. Dazu sei n 6 N ungerade. 

bn + l~bn = ^r 1 - 5 ^ 

= 

_ »t 2 (n+2)—(n+l) 2 (n—1) 

n 2 (n+l) 2 


_ n 3 —2n 2 —n 3 —2n 2 —n+n 2 +2n+l 

-» a (n+l) 2 


n 2 +n+l 

» 2 (»+D a 


>0. 


Ist n also ungerade, dann ist b n+ i > b n . Somit ist die Folge (b n ) nicht monoton 
fallend. 


2. Fur alle n € N gilt 




= (- 1 )"^+ 4 . 


Die Reihe (—l) n 4 ist als Negative der alternierenden geometrischen Reihe kon- 

n=l 

vergent, und die Reihe £ A ist ebenfalls konvergent. Daher konvergiert die Summe 

n=l 

dieser Reihen, also die Reihe X) (-1)"^ + X) ^ = D (—l) n rt+ ^^ • 

n=l n=l n=l 
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Aufgabe 7 


Die vorgegebene Reihe ist eine Potenzreihe mit a n = y/n fiir alle n € N. Wir konnen den 
Konvergenzradius mit dem Konvergenzkriterium von Cauchy-Hadamard berechnen. Dazu 
betrachten wir 


lim 


y/y/n = Jim_ sj y/n. 


Da die Wurzelfunktion stetig ist, diirfen wir den Grenzwert imter die Wurzel ziehen. Wegen 
lim^oo y/n = 1 gilt dann 


lim \J y/n = . lim y/n = \/T = 1 . 

n— >oo v y n- KX> 

Damit ist der Konvergenzradius der Potenzreihe y = 1, und die Potenzreihe konvergiert 
fiir |x| < 1 und divergiert fiir |x| > 1. Man hatte mit etwas mehr Aufwand auch die 
Reihen einmal fiir |x| < 1 und einmal fiir |x| > 1 mit dem Quotienten- oder 

Wurzelkriterium abschatzen konnen. 

Fiir x = 1 miissen wir die Reihe V™ betrachten. Da (v^neN keine Nullfolge ist (sie 
ist monoton wachsend und unbeschrankt), kann diese Reihe nicht konvergieren. Da auch 
((—l^-y/n) keine Nullfolge ist, divergiert auch die Reihe \/u(—1)”. 



WS 13/14 

Aufgabe 5 


xsin(x) und ln(l + x 2 ) sind auf ganz R stetig und differenzierbar und nehmen in x = 0 
jeweils den Wert 0 an. Nach de l'Hospital gilt dann 


xsm(x) sm(x) + xcos(x) 1+x 2 

Inn —-- 7 " = lun---;-= lim —-— 

x-xi ln(l + x 2 ) x-x) 2x • ytt x-xi 2 


sin(x) 


lim ^^-cos(x) 
x-xi 2 

1 


1+x 2 sm(x) 1 1 sin i 

lim — -lim —— + - cos(O) = - lim —— + - . 

x-x> 2 x-xi x 2 2 x—>o x 2 


wmi linij^ (und damit die gauze reclite Seite) existiert. Dafiir kaim aber wieder 
de l’Hospital angewendet werden: 


also tatsachlicli 


x—X) X x—X) 1 1 


xsin(x) _ 1 


x^x»In(l + x 2 ) 2 


Aufgabe 6 


Die Potenzreilie hat die Koeffizienten a„ = also gilt >/|a n | = c ~ = e ■ . 

also (lim = 1 und lim (/c = 1 fur jedes e > 0 kennen wir) lim (/|«„| = e; also gilt nacli 
dem Konvergenzkriterium von Cauchy-Hadamard R = Die Potenzreilie konvergiert also 
fiir x € (—7, *) und divergiert fiir |x| > i. 

Die Rander des Konvergenzintervalls sind gesondert zu untersuchen: Fiir x = 7 erlialten 
wir die Reihe Y = e 2 Y 7, also (bis auf einen Faktor) die divergente harmonische 

Reihe, fiir x = - j die Reihe Y l)"pr = e 2 Y , aLso (bis auf einen Faktor) 

die nach dem Leibnizkriterium konvergente alternierende harmonische Reihe. Insgesamt 
konvergiert die Potenzreilie also genau fiir x € [—7*7)- 

Wegeu 2 < e gilt \ > i, also —| < —7, also divergiert die Reihe fur x = — \\ wegen 3 > e 
gilt 0 < | < 7, also konvergiert die Reihe fiir x = 7. 
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Aufgabe 6 


Zum Beweis der Konvergenz zerlegen wir die Reihe in zwei Teile. Es ist (—l)* fc+ ^ 2 ^ = 
(-!)*£ + (-l) fci # = (-l) fe i + £, also g (-l)**±fcl£ = E + E Die 

fc =2 fc =2 fc =2 

Reihen E (—l) fc £ und E £? konvergieren, also auch ihre Summe. 


Um das Leibnitzkriterium anwenden zu diirfen, muss die Folge der a* 
monoton fallend sein. Wir zeigen, das dies hier nicht der Fall ist. Es gilt 


a*: — flfc+i 


(Jfc+i)+(-i ) fc+1 

(WF 




fe(fc+i) 2 +(-i) fc (fe+i) 2 -fc 2 (fc+i)-(-i) fc + i fc 2 
— fc 2 (fc+i) 2 


_ (fc 2 +*)+(-l) fc (2fc 2 +2fc+l) 

“ fc a (fe+l) a ‘ 

Der Ausdruck unter dem Bruchstrich ist immer > 0, der auf dem Bruchstrich ist fur gerade 
k grofier als 0 und fur ungerade kleiner als 0. Somit ist die Folge (a/.) nicht monoton fallend, 
und die Vorraussetzung fiir das Leibnitzkriterium ist nicht erfullt. 
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Aufgabe 5 

a) In Aufgabe 1 ist bereits gezeigt worden, dass die Folge (a„) nach unten zumindest 
durch 4 beschrankt ist; wenn wir noch zeigen konnen, dass sie monoton fallend ist, ist 
sie automatisch aucli nach oben beschrankt und nach dem Monotonieprinzip konvergent 
(mit Grenzwert > 4). Bei einer rekursiv definierten Folge geht das nur mit (erneuter) 
vollstandiger Induktion. 

Wir wollen also zeigen, dass a n+ i < a„ fiir alle n € N gilt. Im Induktionsanfang sei 
no = 1. Dann ist ai = 10, a 2 = 2 + v/2 -10 -1 = 2+ /l9 < 2 + \/25 = 7, also a 2 <ai. 


Es gilt also der Induktionsanfang. Als Induktionsannahme nehinen wir an, dass a n+ j < o„ 
fur ein n > 1 gilt. Daraus miissen wir schliefien, dass a n+ 2 < a„ + i folgt. Es gilt aber 
(wegen der Monotonie der Wurzelfunktion) tatsachlich 


a n+ 2 — 2 4 - sjldn+i — 1 < 2 4 - \/ 2 a n — 1 — a 


Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion folgt die Behauptung. 

Also ist die Folge (a„) monoton fallend und nach unten durch 4 beschrankt, konvergiert 
daher nach dem Monotonieprinzip gegen a mit a > 4 . Aus der Rekursion fiir a n und der 
Stetigkeit der Wurzelfunktion folgt aber 

a - lira o n+ i = lim (2 + \j 2 a n - 1) = 2 + ^2 ■ (lim a n ) - 1 = 2 + \/ 2 a - 1 
=> (a — 2 ) 2 = 2 a — 1 <$ a 2 - 6a + 5 = (a — 5 )(a — 1 ) = 0 , 
also (wegen a> 4 )n= Uma Tl = 5 . 

b) Zu untersuchen ist die Reihe Y. K mit b n — ; dafiir gilt (a„ > 4 diirfen wir 

verwenden) 

= — <7=:g<lfurallen€N. 
a„ 4 

Also konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium. 
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Aufgabe 6 


1. Die Reihe Y1 divergiert, wie wir mit dem Quotientenkriterium zeigen werden. 
Sei On = Dann gilt 

I an-j-l I = (»+!)"+> 2"n! 

| a„ | 2 "+»(n+l)! n" 

_ ( n +l)( n +l)" 2 "n! _ (n+l)» 

- 22“(n+l)n!n" “ ~W~ 

— == 5U + n) n - 

Die Folge (|~^ i |) konvergiert somit gegen Somit sind fast alle j ""+ 1 j > 1, und 

o° n 

das Quotientenkriterium zeigt, dass die Reihe £ 5^71 divergent ist. 

00 i-ii n 2 

2. Die Reihe (1+ ' n )” divergiert ebenfalls. Zum Beweis verwenden wir das Wur- 

zelkriterium.Sei a„ = (1 + )" 2 . Fiir gerade Indizes ist l/|a„| = (1 + Die 

Teilfolge ( 2 ^/|a 2 „|) konvergiert somit gegen e > 1. Damit sind unendlich viele Glie- 
der der Folge (\/|a„|) groBer als 1. Mit dem Wurzelkriterium folgt die Divergenz der 
Reihe. 
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Aufgabe 4 


a) Fur a n = sln ( n / cos ( n ) gift | s in(n)| < l,|cos(n)| < 1, also |a„| < Damit ist a„ eine 
Nullfolge. 

b) sin(x) und x sind auf ganz M stetig und differenzierbar und nehmen in x = 0 jeweils 
den Wert 0 an; cos(x) ist auf K stetig (und differenzierbar) und nimmt in x = 0 den Wert 
1 an. Nach de l’Hospital gilt dann 


da der rechte Grenzwert existiert; damit gilt auch 


sin(x) • cos(x) 

lim - 

x-»0 x 


= lim 
x-K) 


/ sin(x) 

V x 


■ lim cos(x) = 1-1 = 1. 
x-K) 


Aufgabe 6 

Fur a n = berechnen wir 

a«+i _ (n + l)!(n + l)" +1 (2n)! _ (n + l)n!(n + l)(n -|- l)"(2n)! 

a n ~ (2(n+l))!n!n" “ (2n + 2)(2n + l)(2n)!n!n" 

(n+l)(n + l) /n+ l\ n _ (l + £)(l + i) /n + l\” 

(2n + 2)(2u + l) ' V n ) (2+J)(2 + i) A n ) 

—» — • e < 1 fur n —> oo , 

4 

also konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriteriiun. 
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Aufgabe 5 

Es gilt a n > 0 fur alle n € N, denn a n ist ein Produkt, bei dem jeder Faktor groBer als 0 
ist. AuBerdem ist fur alle n G N 

n+i f n \ 

fln+i = = [U bij b n +i = a„b n +i < a n , 

denn a n ,b n+ 1 > 0 imd 6 n+ i < 1. Also ist die Folge monoton fallend. Damit ist sie auch 
nach oben beschrankt, zum Beispiel durch ai = 6 i. Da die Folge monoton imd beschrankt 
ist, ist sie konvergent. 



Aufgabe 7 


(a) Es gilt = 51 ^7 = 2 7 51 “V- Da die Reihe 5Z "r laut Studienbrief konver- 

n=l W n=l ” n=l " n=l " 

giert, konvergiert auch die Reihe 5Z (-) • 

71=1 v J 

(b) Die Reihe konvergiert nicht, denn (y/3 + n) n€ rc ist keine Nullfolge. 

(c) Wir benutzen das Quotientenkriterium. Es ist 

3(71+1)”-*-* _ ri\n n _ n • n n _ n n+1 _ n +1 

(n — l)!(n + l) n+1 (n + l) n+1 (n+l)"* 1 ( n + l’ 

=( r pxr + ‘=(i+ir ( ” +1 >. 

Wegen lim (1 + = e -1 < 1 konvergiert die Reihe. 
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Aufgabe 6 

a) Fur alle n € N gilt n 3 > 1, sornit auch n 3 +1 < 2n 3 und damit dn = | 

Da die liarmonische Reihe 5Z ^ divergiert, divergiert nach dem Minorantenkriterium auch 

71 = 1 

die Reihe 

b) Wegen ^ und der bekannten Konvergenz der Reihe 5Z konvergiert 

00 2 

nach dem Majorantenkriterium auch unsere Reihe 5Z 

c) Hier konnen wir uns das Leben (bzw. eine saubere Losung) leichter machen, indem wir 
Quotienten- und Majorantenkriterium hintereinanderschalten: Die Reihe 5Z d n mit dn = 

^ konvergiert nach dem Quotientenkriterium, denn es gilt ^ | - > 

| < 1 fur n -+ oo; also konvergiert wegen ^ mid dem Majorantenkriterium auch 

unsere Reihe c). 
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Aufgabe 6 


Sei m € N. Da die Folge (a n )neN gegen 0 konvergiert, gibt es zu jedem e > 0 ein no € N 
mit |an — 0| = |a n | < e fur alle n > no- Wir wahlen nun ganz speziell e = |a m | > 0. Dann 
gibt es also ein «o 6N mit |a„| < |a m | fiir alle n > no- Da aber a„ < 0 fur alle n e N 
gilt, ist |a„| = —a„ und |a m | — — a m . Es gilt also —a n < —a m fur alle n > tiq und damit 
a n > a m fur alle n > no- 

Aufgabe 7 


(a) Es gilt 



Dies ist bis auf den Faktor i eine geometrische Reihe der Form Y q n , wobei |g| > 1 

n=o 

gilt. Die Reihe ist damit divergent. 


oo r- 

(b) Fur die Reihe Y 2 ^ benutzen wir das Wurzelkriterium. Es ist 





Wegen lim \/n = 1 gilt auch lim J y/n = 1 und damit lim b\ \/n = 5 < 1. Es 

n—»oo n—>00 V n—>00 ^ V z 

folgt, dass die Reihe konvergiert. 
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Aufgabe 7 


Wir versuchen, das Konvergenzkriterium von Cauchy-Hadamard anzuwenden und betrach- 
ten die Folge (^^f)neN- Es gilt 


I 2n + 1 J2n + 1 

v — = \/^- = 



fur alle n € N. Da 


V2< 



fiir alle n € N und lim \/2 = Urn \/3 = 1 gilt, folgt mit dem Einschniirungssatz auch 
lim yj2 + ^ = 1. Mit dem Satz von Cauchy-Hadamard gilt also, dass die Potenzreihe fiir 
alle xel mit |x| < 1 konvergiert imd fiir alle xeR mit |x| > 1 divergiert. Es bleiben 
noch x = 1 und x = — 1 zu betrachten. Da jedoch lim ^-1 = lim 2 + ^ — 2 / 0 gilt, 

konvergiert Y nicht. Es ist auch ((—l) n ^±f) = ((—l) n (2 + i) keine Nullfolge, denn 
«=o " n 

die Folgenglieder sind fiir gerades n grofier als 2 und fiir ungerades n kleiner als —2. Auch 
fur x = — 1 divergiert die Potenzreihe also. 
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Aufgabe 6 

Fur a n = ^ gilt 


l«n+ll 

(n + l)!(n + l) n+1 

(2 «)! 

(n + l)n!(n + l)(n + l) n (2n)! 

K\ 

(2(n + l))!n!n’ 


(2n + 2)(2n + l)(2n)!n!n n 


(n + l)(n + 1) 

(n + l\ 

" _ * ( 1+ *) f+iy 


(2n + 2)(2n + l) 

l n ) 

2-( 2 +i) V n ) 


—» - • e < 1 fiir n —> oo , 

4 

also konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium. 


SS 19 

Aufgabe 7 

Mit dem Leibniz-Kriterium kann man zeigen, dass die Reihe konvergiert. Die Folge (a n ) n£ N = 
( !t ^)neN 1st monoton fallend, denn 

(n+l)+l . a o _ 9 

(n+ 1) 2 (n + 2 )n 2 n 3 + 2n 2 ^ 

^ (n + 1) 3 “n 3 + 3n 2 + 3n + l 

fiir alle n € N, also a„ + i < a n . Aufierdem konvergiert die Folge gegen 0, denn lim^oo = 
lim n _ >00 (i + = 0. Mit dem Leibniz-Kriterium (bzw. der im Kurstext darauf folgenden 

Aufgabe) folgt nun, dass £ (—konvergiert. 

Die Reihe konvergiert aber nicht absolut, denn ^ ^ fur alle n € N. Also ist die 

harmonische Reihe eine divergente Minorante fur 

v-' I (~l) n (n + 1) I _ n + 1 

n^l I n2 ' n—L 11,2 



